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Voici de quoi bien se préparer pour une rentrée efficace. Rien n’empéche d’y revenir plus tard
d’ailleurs car tout ceci se doit d’étre parfaitement maitrisé.

1 Calculs et simplifications

Calculer, simplifier ou compléter les items suivants.

(a) 3-5+1-19 (f) (4—5)2 k) 3-1 (p) 2x2
(b) (=3)? (g) 4*-5° O #-3% (@ 238
(c) —52 (h) 2332 (m) % + % 546
(d) 7-3x5 (i) 2+4% (n) 1+3+1% 2
() —23—-4x3? (G) 5%+1 (0) ++1+13 x) B
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(s) é (x) g i ;l (v) 2493 (1) (a(i);).fl 5
3§75 2+14 () 2% (x) (%)5 .
((3 174 « 5 ) 241 (e) 32.37° A T=3x.
) 25)2: §3 (z) 3+ % -3 % Q) (2%)4 W % .
O ) 6157 o) o
) % -3 (B) ;‘—Z (0) a?a" () y™+3 =45 x

2 Expressions

1. n désignant un nombre entier, donner ’expression des nombres suivants.
(a) Le double de n. (e
f

g
h

Le tiers de n.
(b) L’opposé de n.
(¢) Le triple de n.

—~

Le nombre entier qui précede n.

)

)
(g) La différence de n et de 3.

(d) Le nombre entier qui suit n. (h) La somme de 4 et de la moitié de n.

2. Soit f le nombre de filles et g le nombre de garcons dans une classe.
Traduire chacun des énoncés suivants par une égalité ou une inégalité.

(a) Iy aautant de filles que de gargons. (f) Si 'on double le nombre de gargons,
on obtient trois garcons de plus que de

filles.
(g) Iy aplus de filles que de gargons.

(b) 1l y a quatre garcons de plus que de
filles.

(c)

(d)

(e)

3

(o) Vrai

Il y a cinq filles de moins que de gar-
gons.

Il y a trois fois plus de filles que de gar-
gons.

Il y a deux fois moins de garcons que
de filles.

C’est logique

ou Faux? Justifiez.

Il y a plus du triple de garcons que du
double de filles.

Les gargons sont moins de trois fois
plus nombreux que les filles.

Les filles sont plus de deux fois moins
nombreuses que les gargons.

Attention, ceci n’est pas une blague, répondez donc en toute logique.

(a)
(b)

(¢)
(d)

Les étoiles sont immortelles, Socrate est immortel donc Socrate est une étoile.

Tous les éléphants roses vivent en Antarctique. Or Barbar est un éléphant qui vit en

Antarctique donc Barbar est rose.

On sait que si les petits pois sont rouges, alors il ne sont pas comestibles. Or Némo
est un poisson rouge, donc il n’est pas comestible.

Lors d’un certain radio-crochet, aucun candidat ne sait chanter. Or certaines casse-
roles le savent, donc quelques casseroles ne sont pas candidates.
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(B) A. Choisir la réponse correcte sachant que la phrase suivante est supposée vraie :
« Si la télé est allumée, alors il y a nécessairement quelqu’un qui la regarde. »
1. La télé est allumée. Quelqu'un la regarde-t-il ?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
2. Personne ne regarde la télé. Est-elle allumée 7

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
3. La télé est éteinte. Quelqu'un la regarde-t-il ?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
4. Quelqu’'un regarde la télé. Est-elle allumée ?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.

B. Méme consigne pour la phrase :  « L’équation (F) n’a pas de solution négative. »

1. Est-ce que —2 est une solution de (E)?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
2. a est une solution de (F). Est-ce que a est négatif?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
3. 3 est-il une solution de (E)?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.

4. b n’est pas une solution de (FE). Est-ce que b est négatif ?
A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
(vy) Compléter par « donc » ou « car ».

—
32

) J’ai eu un accident ... j’ai grillé un feu rouge.

(b) 1l est malade ... il ne viendra pas.

(c) Jai eu un cadeau ... c’est mon anniversaire.

(d) Je ne suis pas européen ... je ne suis pas allemand.

(e) Jean est triste ... c’est la fin des vacances.

(f) I pleut ... la féte est annulée.

(g) (AB) et (CD) sont paralleles ... ABCD est un parallélogramme.
(h) ABCD posséde deux angles droits ... c’est un rectangle.
(i) Le triangle ABC est équilatéral ... il est isocele.

6) 2=25 ... y=5.

k) ze[-1;4] ... z€[-2;5].

Q) 2249 ... uxT.

>
(m) Vz<6 ... 2<36.
(8) (N2) Pour chacune des affirmations suivantes, déterminer si elle est vraie ou fausse.
* Pour prouver qu’elle est fausse, il suffit de trouver un contre-exemple.
. Pour prouver qu’elle est vraie, il est nécessaire de trouver une démonstration.
(a) Si 22>4 alors z>2.
(b) Pour tous réels x et y, (x+y)% =23 +y>.
(c) Pour tout réel z, le réel —10z est négatif.

)

)
(d) 11 existe une équation n’ayant aucune solution réelle.
(e) Il existe une équation ayant cinq solutions réelles distinctes.
)

est un entier naturel.

2
(f) Sia et b sont deux entiers naturels, alors M
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4 R.T.T.

Résoudre de TéTe les équations et inéquations suivantes dans R.
« Micro-brouillon » autorisé pour les plus difficiles.  Ne pas oublier de tester les réponses.

(a) z+4=6 (k) 22=16 (W) V3—ax>=5
(b) bt4+7=1 (1) 22+43=0 1 1

(©) 2-3¢>4 (m) w?+9<0 V) 223

(d) y-5>2y—3 (m) z?2>25 1 5

e) z—1<z+1 o) 3ut+4=1 (w) z

() (0)

) u+v+3>bu+v-—1 (p) 22-9<0 ) 11
(g) u?+v2—2uv>0 (@) 22—424+4=0 243 5
(h) 3-2z<—-2x-5 (r) 3y?—2y—1=0 (y) (z—=1)(z+4)(z—3)>0
(i) 6-32<0 (s) u?2—6u+9>0 9

() #2—1=0 (t) 22-22+1<0 () 3-2<1

5 Last Fraction Hero

Calculer, simplifier, réduire,... le plus rapidement possible, le plus souvent possible « de téte »

et de toutes facons, sans calculatrice et sans se préoccuper des éventuels problémes de définition.
1 1 2

1 5
42 h - — 24 =
() 3+° () ---— W 24y
5 3 1—4 242
M) 2-2 @ vy lod =3
g % 45 x—2 3x ©) 1
o) r+ —
(C) 44— == . Ta 3a T+ 1
3,4 5 2 W 7ar1 T 223 T+
(d) 22 i Tw S Rl
I3 ) ——5= (P) =z —err
3 4 41 z+1 r—
(e) 2 7 2 3 522 —10x—15
1 + 2 (1) y+4 3—2y (q) 2x—1 .
g 2610 3102 s
374 567 1
410 3 (m) 1+ T
(g) 5°6 14 147 T
& "5 338 ——
28°10°3 1
6 Le Factorisathon
Rappeler les trois identités remarquables ainsi que les identités « ka 4+ ... ».
Factoriser ensuite le plus possible les expressions suivantes.
(a) 9 —6u+u? () (14z)(z+4)+6(x+4)
_ 72 —
(b) 49 — 492 (f) 2.9
16
(c) 16x2 + 40z + 25 (g) 42 -1
(d) Al@—-1+8(x—-1)+1 () 2(g+1)*+(1-q)(l+q)
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() (2t+3)2—(1+t)(2t+3) (0) 32z —1)%+6(—1+ 22)(7 — 4x)

() (2A4+3)*-25 @) (5+u)(3u—1)+6(3u—1)(5— 2u)
(k) ¢ —4p+3¢° )

0 1- 42 (@) 3z—-10
(m) 405+ t)(1 — 6t) + 7(t +5) + 3(t + 5)2 (r) —3(n—2)3n+(2—n)*(1 +4n)

(n) 3(22—-3)2-3(5-2)2 (s) 25y -9+ (—2y+5)5y—2)—5+2y

7 La racine, c’est carré

En préambule, rappelons la définition suivante :

Définition& Propriété Soitaun .............
La racine carrée de a est ............ de ...... valant . ...
Pourac ..., ...... =a et Jaest .............

Calculer, simplifier, résoudre et/ou écrire sous la forme av/'b les écritures suivantes. N'utiliser
la calculatrice qu’en tout dernier ressort.

(a) VA9 () Voxvi (@ VBVIBVID | VL
(b) —V6a G VEDXED | 1) VE+VIZ+VI8 V175
(© (=V79)? (k) V=9xv—4 1 (w) 22-9=
(d) —v1272 1 V32 (s) 7
() V=25 (m) V72 1 (x) v*-18=0
) VE+VET | (w) Va0 RN R ) 350
() V36+64 () VI22T VB Vo
M) VOx1i (p) VTG W 755 (1) 3—522=0
VouF ?
() Siwu?=25alors u=5.
(B) La racine carrée de la somme de deux réels positifs égale la somme de leur racine carrée.
(y) La racine carrée du produit de deux réels égale le produit de leur racine carrée.
(8) La racine carrée d’un réel positif est inférieure ou égale a celui-ci.

8 Rester dans le cadre

Donner le meilleur encadrement des nombres suivants sachant que = € [2;5] et y € ] —3;4].
(a) Tz+3 (¢) 3xz—2y—8 (e) —2y2 g) 6bxy

(
(b) 1-4y 4 =5 (f) 22 —22+1 (h) ¥
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9 Sine Qua Tion

1. Pour chacune des équations suivantes, exprimer formellement chacune des variables en fonc-
tion des autres.

(&) z4+y—-5=0 (f) 4fg—3f+29=0 (i) 3oy — 2yz =5 — Tryz

(b) u—v+2=0 d ( 2 .
ook=j+2

() 3a—-2b=T7 (&) u+1:¥ )

(d) X—3B+5y+6=0 . (k) r°—=2r+1="7s+3

e = —2A—-5= %at—?——O—Q:O 1 m2—4m=n?—-4

) 1aB-1ta-5=0 |(b) .

2. Méme type d’exercice pour les inéquations suivantes.
(m) r+y>3 (o) 5p—3¢q—2>4 (a) <=2
(n) a—-b+4<0 (p) 3-2f+4g<1 (r) ab—a>1

3. (N2) Résoudre les équations ou systémes d’équations suivants, en utilisant différentes mé-
thodes : substitution, combinaison linéaire, un peu des deux.

x—2=4 m—2n+3=0
(s) {2|3+3oc:0 (x) {4n:2m+6
r—y=1
(t) {m—‘,—y:?) T+y—z=2
3a+20—4=0 v 2r—y+z=4
(w) {ga_gbzl ) 3r+2z=1
(v) 2u —4v=3u—Tv+1
Su+2v—4=1 a+2b+c=4
2t —3y=>5 (z) 2a —3b+5c=0
(w) {6y:7+4x 3a—b+2c=1

10 Entre parentheses

Onpose A(xz) = z+4, B(xz) = 3z—2, Cx)=T—x et D(z) =1—2x.
1. (N2) Développer et réduire les expressions suivantes  (attention, E3(u) = [E(u)]?).

(a) —4B(z) (8) B(z)C(x) — A(x)D(x)
(b) C(x)—3D(x) (h) 5B2(x) —4C?(x)
(c) —3A(z)—5C(z) (i) —5D3(x)
(d)  A(x)B(x) () B(x)
(e) C(z)D(x) (k) —2B(x)A*(z) - 3C?(z)D(x)
(f) A*@)D(x) 0 weew ~ copE
2. Calculer de téte les nombres suivants.
(m)  A(-6) (0) C(=3)—D(—4) (@) D*(-3)
(m) B(—4) (p) C*(-1) (r) —3D(=1)C(-4)A(-5)

10 Préparer sa rentrée



3. (N2) Exprimer en fonction de x les expressions suivantes.

11

VouF ?

(s) A(mz) (v) —4A(z-3) (y) C(4—2?)D(2z + 4)
(t) D(z+1) (w) —3B(5— 3x?)
(w) B@3-20) (x) —2D%(4 - 22?) () Eferiiiesl

Sauf précision contraire, les fonctions sont définies et dérivables sur les ensembles 2, les équa-
tions et inéquations doivent étre vérifiées sur tout leur ensemble de définition.
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier les réponses.

(a
(
(c
(d
(e
(f)

o
_ L

Si x>3, alors x>2.
Si a<b, alors a<4.
Si % >3, alors b< %
Si u< %, alors % > 2.

22 —2x+5 n’admet pas de racines réelles.

322 4+ x — 4 admet 1 et —4 pour racines.
V222 — 4z + /3 n’admet pas de forme
factorisée.

Vx € R, x? =x.

2

VereR, x<ax°.
lim 1 = 4+00.
z—0 %

lim 2z +5=11.
z—3t+

2

lim &—=4z+4 _ (.
r—2 z—2
lim & —3x+2 1
rx—1 -1

lim £ =0".
ztoo 9T

Si f’ est positive sur U'intervalle 2 alors
f est croissante sur 2.

Si f’ est négative sur le domaine 2 alors
f est décroissante sur 7.

Si f admet un extremum local en a € Z,
alors f'(a) = 0.

(r)

12 Qui est « in » qui est « out »

Sia € 2 est tel que f'(a) = 0, alors f
admet un extremum local en a.

Si f est croissante alors f est positive.
(foy =14
(=4
Si f(z) = 2(x —2)(32% +5)
alors f/(x) = 1222 — 12z + 10.
OES =

13
alors f'(z) = z=5.
Siug = 3, uy = —6, us = 12 alors
us = —24.

Si (up) est géométrique et u; = 3 alors
U2 = 9.

Si (un) est arithmétique, uz = 5 et
ug = 20 alors u; = —5.

On a toujours
P(AUB)+P(ANB)=P(A) +P(B).
On a toujours P(AN B) = P(A4) x P(B).
Si on lance un dé cubique, alors

P({4}) =5
Si on lance deux dés cubiques équilibrés,

alors P({Som. = 8}) = P({Som. = 9}).

VouF ? Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a)
(b)
()

5e{reR|3x—15=0}
—de{yeR,|2y+8=0}
—2c{zeR|5€Z et 32+6=0}

Préparer sa rentrée
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3e{ueR|uv +9=0 ou 4u= -7}

(4,3)e{(u,v)eR?|3u—4v=0 et Fu—3v=0}
€R?|4a—b=0 ou a+2b=>5}

2,5) ER?|10f —4g=0 et 3f —2g+5=1}
(4,3)e{(2z,t)eR? |22t ou z+t2>0}

(d)

() (2,3)€e{(x,y)€R?|3z—2y=0}
(f) (u,2u)e€{(a,b)eR?|2a—b=0}
(8)

(h) (1,2)€e{(a,0)

(i) (2,5)e{(f.9)

)]

13 Affiner

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer si elle est affine ou non et, le cas échéant,
préciser son coefficient directeur, son ordonnée a l'origine et sa racine éventuelle.

o(z)=2zx—1 alpha
B (z)=3-5x béta
Y (u)=-%-2 gamma
o (y) = —6y delta
e (t)=2 epsilon
C(z)=3x+2 zéta
n(z)=axr+b éta
0 (z)=b+ax théta

t(x)=bx+a iota
K (a)=ax+b kappa
A(b)=ax+b lambda
u(z)=ax+b mu
v () =—mz+2p nu
& (a) = 2azx —3b ksi/xi
o(z)=fx omicron
n(f)=x+f pi

14 R.T.T. : le retour

(N2) Résoudre de TéTe les équations et inéquations suivantes dans R.

() 3z+5=-1
(B) 7—2c=4
(v) 4+2y>-5
(8) 5—62<4
(6) 2t4+1>5t—2
Q) —Tu—4<-9-2u
3 2
_2_
M) s 53
) —Z <=
() y<7

12

() v?2=7

) by?—1=0

) 3—422=1

) t*4+4=0

(v) 22-324+2=0
) 5—-2p*+3p=0
) r?>1

) 22-6<0

p (2) = m?z + p? Tho
o (m) = m?z + p? sigma
T(p)=m?2+3p+1 tau
v (z) =3z —4d — cx  upsilon
¢ (z) =% phi
X (z)=3 khi/chi
Y () =5-2 psi
w(z)=Xe+X oméga

(p) 5(a—3)(a+2)<0
(o) (11 -2x)(4+32) <0

(1) Vvb+5<3
(V) V3-q<5
(@) VT-2p>2
x) [5b—w <2
W) |7 >4
(w) |z+4]>3

Préparer sa rentrée



15 A la dérive

Dériver les fonctions suivantes, sans tenir compte des éventuels problemes de définition.

a(z) = (Tz + 3)(6 — 3z) d(x) = 578
b(z) = (324 —T723—5)(8—32%) | e(z) = 222
c(z) = (5—2w)(4—3z)(8—x) | flz) = S50t

16 Héléne & Eudes

1. Simplifier les écritures suivantes :
(a) e Te?

2. Développer puis réduire :

(a) (&% +e %) ()

‘ (b) (eI)3e_2z

(€72 —e")(e 2 +e") | (c)

(c)

3. Résoudre les équations et inéquations suivantes.

=e

(a) e =e® ()
(b) e** <e® (d)

4. Dériver les fonctions suivantes sur U'intervalle | 0; 400 .

2x+1

c(x)

a(z) = e

b(x) = e "+ Ve

d()

2
e2m +3

3x+1 — ez

Tx

=e

2
x

= (z+1)e "

= zeVe

eln(S)

(a) £31In(2)

(b) In(3) +1In(g)

(¢) In(v2+1)+In(v2-1)

(d) In(4) —In(9) — 51n(2) + 21n(3) + In(8)

(e) 1In(16) — %ln()—Hn(9)

+ 31In(8) — 3 In(81)

Solutions
1 Calculs et simplifications
(a) —20 (e) =59 (i) % (m) %
(b) 9 ) 1 G 4 (n) 55
() —25 | (g9 -9 (k) 2 () 3
(d) -8 (h) -1 @H 0 (p) 3%

Préparer sa rentrée

g(z) =5 -8z
he) = 5=
3 4.2 4
Z(l‘) _ (5z 490(6,2)5(5)2 Tx+3)
eacfl 63u72 6773u
e @) g

(6390 _ 6590)2

() 3e**+e”—4=0
(f) e S 6ac2712

f@) = =—
glx) = i

In(e?=t) — (@) 4 exp(In(b))

exp(In(a) + In(b)) — exp(In(a) — In(b))
In(%) —In(a?) + In(Vd) + %ln(%)
In(a?b) — In(b*a) + In(%)
+ 2111(%) — 3 In(a"b%)
31n(3)+1n(a3)71n(\/5)

111(3)—2111(\/5)—1H(\/1—7)
(@) 3 (w) -1 (y) 2
M5 | M 5| @ %
(s) 6 (W) 15
® -2 | x 2

13
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(x) 2353 =(2x5)3 0) a?’a=5 =a%5 = a3 = a3’
5 5 —
® §-ay—h O G < qanCopen gyt
(y) 2423 =234 =27 () (%)% by = @d=1=3p~ (-DX5+L = gLy
(0) G=6"7=6"=3 ) 7:3x§
() 3235=35=33=4 (W 2=5x32
(€ @) t=22V=2"2=4 (v) a® =2 x x2
m) 641572 =23, — 2432572, (&) "t =P x yn2
2 Expressions
1. (a) 2n (c) 3n. (e) in. (g) n-—3.
b)) —n. (d) n+1. ) n-—1. (h) 4+41in
2. (@) f=y (© f=g9-5|@ g=3f | @ [>y ‘ (i) g<3f
b)) g=f+41] () [f=3g (f) 29=/f+3] (b) 3g>2f (G f>39

3 C’est logique
() (a) Faux. Tout ce qui est immortel n’est pas nécessairement une étoile.
(b) Faux. Tous les éléphants qui vivent en Antarctique ne sont pas nécessairement roses.
(c) Faux. Nous n’avons aucune information sur les poissons rouges.

d) Vrai. Les casseroles sachant chanter ne peuvent étre candidates.

(d) Tl existe une équation n’ayant aucune solution réelle :  Vrai. 22+ 1=0 par ex.

(B) A. 1- Oui. 2 - Non. 3 - On ne peut savoir. 4 - On ne peut savoir.
B. 1- Non. 2 - Non. 3 - On ne peut savoir. 4 - On ne peut savoir.
(v) (a) car (c) car (e) car (g) car (i) donc ‘ (k) donc |(m) donc
(b) donc | (d) donc (f) donc | (h) car (j) car (1) car
() (a) Si 22>4 alors x>2: Faux. x=-3 parexemple.
(b) Pour tous réels z et y, (z+y)*=2+y*>: Faux. x=y=1 parexemple.
(c) Pour tout réel x, le réel —10x est négatif : Faux. = —1 par exemple.
)
)

(e) Tl existe une équation ayant cing solutions réelles distinctes :  Vrai.
z(z —1)(z + 1)(z — 2)(x + 2) = 0 par exemple.

2 2
(f) Si a et b sont deux entiers naturels, alors M est un entier naturel :

Vraicar (@f—(e=b? _ [@d)+eblllett)-(aob)] _ @0 _ g ¢ I,

4 R.T.T.
(a) =2 (d) y<-2 (g) uwetveR
(b) t=-% (e) zeR (h) @
() g< -2 (f) u<letvelR (i) z>2
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(G) z=+=+1 (p) we]-3;3] (v) z€]0;2]
((13 T = +4 ((OI; zZ= ? ) (w) z€]—00;0[U]%;+00]
%) r y=louy=—3 _
(m) o () uweR\{3) () t=Hv2
(n) ]—o0;=5]U[5;+400] (t) z=1 (y) ze]-4;1[U]3;+00]
(o) @ (n) z<-22 (z) pe]O;1]
5 Last Fraction Hero
(a) 13 (f) 8 () % (n) i
o 0 W SR | o s
6 -1 v "
@ 4 W O A | 0) R
(e) 5 (i) % (m) £ (a) 20
6 Le Factorisathon
(a) (3—wu)? (h) (¢+1)(g+3) (0) 3(2x —1)(13 — 62)
¢ dx +5 j 2A —2)(2A+8
@ (2o—1) 0 wlo—1p+4) @ (@v3- VIO
x (zv/3 +v/10)
(e) (z+4)(x+T7) O (1-22)(1+2x) . ,
() (z—3)(zx+3) (m) (t+5)(26 — 21t) (r) (2=n)2+ Fn—4n%)
() (2t—3)2t+3) (m) 3(32-8)(z+2) (s) (5y—3)(3y +8)

7 La racine, c’est carré

Soit a un réel positif ou nul. La racine carrée de a est I'unique réel positif de carré valant a.
Poura € R*, a°=a et \/a est positif.

(a) V49=T7 (i) \/§><\/_—3><2—6

(b) —v64=-8 G)  /(=9) =VOx4=36=6
((3 (—_\/172797)22fj9127 (k) \/_9><\/_4naaucunsenb.

(e) \/——252 n’a aucun sens () V32=Vi6va=14v2

(f) \/%+\/674:6+8:.14 (m) V72 =v9V4/2 =3 x 2y/2 =62
(g) 36+ 64 =+/100 = 10 (n) V300 = V100v3 = 10V3

(h) VIx4=+36=6 (0) V12.V27=1V3V3/9=2x3x3=18
(p) V75.V/6 =v25v/3V3v2 =5 x3v2 =152

(@) V6.v15.v/10 = v2v3v/3V5v2v/5 =2 x 3 x 5 = 30

(1) VB+VI2+ V28 = Va2 + VA3 + VAT =2(V2+ V3 + VT)

() =nE=%
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53 + 3v6_ _ 5v3+3v56
33 3v5V5 15

gk
+
sk
g
S

V45 _ A5vV3vV3 _ 3v5 V2 _ 3
(W 75 = Visve = avsva = sV10
(V V84 _ V4V3VT _ 2 3
V175 T V25v7 5
=0 < 22=9 <= z=-3ouz=3

S

=

—~
E2XEESLEZ
8
o
|
Nej

w

—
N

Vs VBB
Si u? = 25 alors u = 5 : Faux (et —5!)

—~
R
~—

Faux (VI+1=v2#2=vV1+V1).

52 =0 > 2= — =B _ _VBE_ VI

2 —18=0 <= 32 =18 <<= y=—/18=—V9v/2=-3vV2 ouy=3v2
—-322-5=0 <= 2? = —2 qui n’admet aucune solution réelle.
V15

5

) La racine carrée de la somme de deux réels positifs égale la somme de leur racine carrée :

(v) La racine carrée du produit de deux réels égale le produit de leur racine carrée : Faux (et

s’ils sont tous deux strictement négatifs 7).

(8) La racine carrée d'un réel positif est inférieure ou égale a celui-ci : Faux (entre 0 et 1...)

8 Rester dans le cadre

. -5 =
(a) Tx+3€][17;38] (d) $+1€[—§;—%]
(b) 1—4ye[-15;13] () _2y2 €[-32;0]
() 3z —2y—8¢€[6;29] (f) 22 —-2zx+1€[1;16]

9 Sine Qua Tion
l.(a) xz=5-y e y=5-—=x
(b) u=v-2 e v=u+2

6zy € 1-90;120]

_ 2b+7 _ 3a—T
(C) = T3 t b 3
(d)  «=3B—-5y—6, B=3(x+5y+6) et y=4(3B—o—06)
L1A4+5
(e) A:%B‘i% et B:“%;‘L
2 3
(f) f= 3415; et g=7 iQ
(g) u:%fl, d=tu+1) et t:u;il
_ 752 2 Tt
(h) a= ", t= L et = Tai42
. _ 2yz+5 _ 5 _ 5-3z
(1) T = Syy+7yoz’ y= 3x—22+Txz et z= 7my72yy
G) Jj=k-2 e k=4j+2

k) s=L((r—-12-3) et r=1+£7s+3
) m=2£n e n==x(m-2)

2.(m) >3-y e y>3-—=z
) a<b—4 e b>a+4

16
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(0) p=$(Bg+6) et ¢<5(5p0—06)

(p)  f=29+1 et g<3f—3

() u< —2vetv>0 " v<—gzetv>0
a u>-—-2vetv<0 vz —gzetv<0

a>ﬁetb>1 ot {b>5+1eta>0

a<ﬁetb<1 b<é+1eta<0

3. Résolution par substitution, combinaison linéaire ou autre.

X6=-9

1 {y
x

a—2=4 x=4+2=6 =06
(s) {2[5+3a:0 — {2[3:_3o¢ = {[5:—%
z—y=1 r=1+y 2y =3 —
®) {w+y:3 <:>{(1+y)+y:3 <:>{svzl+y
3a+2b—4=0 2(3a+2b—4) —3(2a —3b) =2 x 0 —3 x 1
W {%IH217°0 = {3t

_8— = — 13b=-3+38
6a +4b — 8 — 6a + 9b 3 { +

‘:’{ 2a =1+ 3b
- {14
s1+33)=1
2u—4v=3u—"Tv+1 3u—2u="Tv—4v—1
(v) {5u+2v74=1 ‘:’{5(3v71)+2u74:1

u=3v—1 v=10
= { 1w=1+4+5 < { u=310 -1

a=%(1+3b)

20 —3y=>5 20 —3y=>5 2(2x—3y)+( dr+6y) =5+7
(w) { = { Sar ey =7 {

6y =7+ 4x
= (G
o {0 = B
— { %25571—53)—(2m—4n+6) =2x0-0

—4x + 6y
— T, yYeg

— { Snm:+2%n_:30 <~ ncRetm=2n-3

r+y—z=2 z=x+y—2
(v) 2 —y+z=4 <+ 2r—y+ (r+y—2)=4
3x+2z=1 3x+2(x—|—y—2)—1
z=x+y—2 $—§ 2
= 3r=4+2 = y=5(bB-5x2)=
2u=1—5x+4 z_2———2_—g

a+2b+c=4 c=4—a—2b
(z) 20 -3b+5c=0 <= 2a —3b+5(4—a—2b) =0
3a—b+2c=1 3a—b+2(4—a—2b)=1

3(bb—17)+13b =20 c=4+7-T7b

10 Entre parenthéses
1. (a) —4B(z)=8-12z

Préparer sa rentrée

_5

-2

c=4—a—2b

a—>5=1-8

a=>5b—7 28b = 20 + 21 b= 5
= c=4—(5b—T)—2b <= a=5b—7T — a=5x 53—

<~ { —3a —13b = -20

c=11-7x

D(z)=1-2z.

41

28

o
_A
4
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(b) C(x)—3D(z) =5z +4
(c) —3A(z)—5C(z) =2z — 47
(d)  A(z)B(z) = 322+ 10z — 8
(e) C(x)D(z) =222 - 152+ 7

(f) A*(z)D(z) = —223 — 1522 — 24z + 16

(g) B(z)C(z) — A(z)D(x) = —2* + 30z — 18
(h) 5B2(x) —4C?(x) = 4122 — 42 — 176
(i) —5D3%(x) = 4023 — 6022 + 30z — 5
(j) B*(z) = 8la* — 21623 + 2162% — 96z + 16
(k) —2B(x)A?%(z) — 3C?*(z)D(z) = —13122 + 2722 — 83
(1) B(i)(é)(x) - C(f)(g)(m) = 69037_4})100.224:":5{13;714
2. (m) A(—6)=—2 (p) C2(~1) =64
(m) B(-4)=-14 (@) D*(=3)=16
(0) C(—3)—D(—4) =1 (t) —3D(~1)C(—~4)A(~5) = 99
3. (8) A} =22+4 (x) —2D%*(4—22%) = —322* + 10422 — 98
(t) D@+1)=-2z-1 )
C4—z*)D(2x +4
(v) B(B—2z)=7-6x () ( _ 7)41,1(3 _ 71,2)7 122 — 21
(v) —4A(x—3)=—-4x—4
(w) —3B(5— 322) = 2722 — 39 (z) OG- - et o
11 VouF?
(@ V | (e V @ F | (m) V| (9 F | (w F | (y) F | (B)F
(b) F (f) F @ F | @ V (r) F (v) F NV
OV @ F|©®V ©@V|eF @eF| o) ¥
d F | (h) F o v I F (t) F x) F | (x) V (6) F

12 Qui est « in » qui est « out »

@V [®MF [©V [@F [@Vv [®OV |[@F v |V [§V

13 Affiner

Dans 'expression  f(x) = ax +b, =« est la variable dont dépend le nombre f(z) tandis que
a et b sont des parametres, fixes pour chaque fonction. Lorsque a # 0, la racine de f est —2.

Qo
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Fonction C(flfff' Oorfo' Féic' Fonction Coeff. Ordo. Ra;ine
afe) =22 -1 2 — I v(w) = —mz + 2p —m 2p ?I;
Bx)=3—5bz | -5 | 3 g §la) = 2az — 3b 2z —3b >

W =-L_3| -2 | -5 | -2 ofz) = fa f 0 0
5(y = —6y —6 0 0 W(f) *f"‘fz 12 1‘2 _xz

(=2 [0 [ o [ o | POZmetr | omo ] 7 |
((z) =3z +2 0 3x+2 | o* o(m) :2m z+p non affine _ —
n(z) =ax+b a b ) T(p) =mPz+3p+1 3 mZz i1 _md%
O(z) =b+ax a b ,g v(z) =3z —4d — cx 3—¢ —4d %
vz)=br+a b a —¢ p(z) = ‘;T‘T 2 0 0
k(a) =az +b T b —g x(z) = = non affine
A(b) =ax +b 1 ar - v(t)=5— % 0 5 _ % o
p(z) = ax +b 0 [axtb]| o w(r) =Xo+ X X X 1

* ¢ sauf cas trés particulier ou 'ordonnée a l'origine est nulle aussi. La fonction est alors identi-

quement nulle et tout réel en est racine.

14 R.T.T. : le retour

() ==-2 (V) v==V7 (p) ]-2;3]

(B) =3 (k) y==+% (0) z<-jouz>4
v) y=-3 N z=+¥L2 (r) be[=5:4]

8) z>3 (L) @ (v) ] —22;3]

(e) t<1 (v) z=1louzxz=2 () p<3

(Q u>1 () p=-loup=-3 x) wel3;T]

m) 0<x<12—5 (o) r<—-lour>1 W) CeR

(0) y<f% ouy >0 () E[f\/g;\/g] (w) z<—-Touz>-1

15 A la dérive

—122*4+122%—302%+602—11

a'(z) =33 —42z fx) = (223 —4z+5)?
b (z) =3 (—2725 4 562° + 252% + 320 —56) | ;0\ _ 4
. 9() = 5
d(x) = -2 (91 — 7Tlz +102) os
/ _ —28x
d(@) = Gosop M) = e e
(z) = - 1;)2 i(z) = —30017+81016—43215(463%5;;—984z3+7141-2—41-—6

16 Héléne & Eudes

1. (a) e %e?2=e272.
(b) (61)3 —2z _ 31—21‘ — e%,
(C) e;rz — elz—D)—(z+2) — -3

3u—2 7T—3u P P
(d) eL3 : (21 = e(3u—2+7—3u)—(3—u+u+2) =0 =1.

Préparer sa rentrée 19
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20

o
=

(ex +€—2x)2 — (em)Q + 2616—21' +( —2x)2 _ Qm + e~ % + e—4m

(672% _ ex)(ef%c + e:c) ( 7290) (6 ) dr 6210
(6390 _ 6590)2 — (eSm)Q _ 26390 5z + (6590)2 _ 6 _ 268z + e1090
e =t L et =Tt = P =] =0 = 224+2=0

< rx=0oux=-—1.

0 g2z —
e <er 2 o] s T o = 2 <0

2
2B = T ey 207430 = 0 ey 232 T34 3=0 < r=3oux=3.
2
etl=ei <= v4+1=2 Q244 9=0 = z=1louz=—2

3e2T 4 e —4=0 y?e:>m>0 3lP+y—4=0 <= yzlzeoouy:f§<0:>xzo.

. 2 2_19_, exp strict. N
€1<€1 12€;€1 12x>€0 A\

— zx€]—00;-3]U[4;+00].

2 —x—12>0

x>0,
_ (€2x+1)’ = (21 + 1)/e2o+! = 2¢2o+1,
= (e "+ \/62””)/ =e® —e " avec Ve2r = \/(e7)2 = [e7] = e”.
=[z+De ) =@+ e+ (xz+1)(e?®) =le®+ (x+1)(—1)e * = —ze .

= [xeﬁ] =aleV® —O—x[eﬁ]l =eV® +m[\/5]/e‘/5 = Ve —O—wﬁe‘ﬁ =evVo(l+ g)
— ( e )/ (eD(e"=D—e"(e" 1) _ (eM)(e"=D)—ee” | —e®
T \er—1 (er—1)2 (e —1)2 T (e*—1)2"

1—a\/ [ _ 1-a
= (em) = (il_;) eltr —= W@Prz = (112)2 elt+z |

In(8)

e%m( y — 2% =1

(3) +In(3) = In(3) — In(3) = 0.
In(v2+1)+1In(v2 - 1) =In[(v2+1)(v2-1)] =In(2 - 1) = In(1) = 0.
(4) —In(9) — 51n(2) + 21n(3) + In(8)
= 21n(2) —2In(3) — 5In(2) + 21n(3) + 31n(2) = 0.
21n(16) — 2 In(4) + In(9) + % In(8) — £ In(81)
1 1n(24) —3In(v4) + In(3%) + 1 In(2%) — In(v/81)
T 10(2)— 31n(2) + 21n(3) + 2 1n(2) — In(3%) = 01n(2) + 01n(3) = 0
In(e®t) — e 4 exp(In(b)) = (a—b) —a+b=0
exp(In(a) + In(b)) — exp(In(a) — In(b)) = e @eln®) :flln((z)) =ab— %
(%) — n(a?) + In(vb) + 3 In( %)
=1In(b) — In(a) — 2In(a) + 3 In(b) + 2.2In(a) — 3.3 In(b) = 2 In(b)
In(a?b) — In(b*a) + In(%) + 2 ln(g) — 2 In(a"%)
= 2In(a)+In(b) — 21n(b) — In(a) + In(a) — 3In(b) + 21In(b) — 21In(a) — 3 In(a) — $ In(b)
= —2In(a) — 51n(b)
3In(2)+In(a®)~In(vb) _ 3In(b)—3In(a)+3In(a)—LIn(b) _ 3In(b) _ In(b)

ln(g)—Zln(\/I;)—ln(\/]?) - ln(b)fln(a)72%1n(b)+%ln(a) - %ln(a) ~ In(a)
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Ce premier chapitre de 'année pourrait d’étre qualifié d’un peu formel mais il nous est bien
essentiel d’avoir les bases du raisonnement mathématique afin de rédiger correctement et de ne pas
faire d’erreurs logiques.



1 Eléments de logique
1.1 Quantificateurs

Définition 1.1
o Le symbole ¥V est le quantificateur universel et signifie « pour tout » ou « quel que soit ».
* Le symbole 3 est le quantificateur existentiel et signifie « il existe » au moins un(e). Lui
adjoindre un ! signifie qu’il est unique.

Ezemples: © «Vz €R, 22>0» signifie « Pour tout réel =, 22 est positif ou nul ».
Cette affirmation est vraie.

o «dxeR, x<0» signifie « Il existe au moins un réel strictement négatif ».
Cette affirmation est vraie.

o «dzeR, V¥t € R, z=12» signifie « Il existe un unique réel z tel que, pour tout réel ¢,
z=12». Cette affirmation est fausse.

o L’affirmation « Vx € R, Jy € R x <y » signifie « Pour tout réel z, il existe un réel y tel
que x < y ». Cette affirmation est vraie.

o L’affirmation  « Il existe un réel y, tel que, pour tout réel z, x <y »
séerit « y e R, Ve e Rz <y». Cette affirmation est fausse.

o «VaeR,VBER, Iy €R,y=B—3a» signifie « Pour tout (o, B) € R2, il existe un
unique réel y tel que y = 3 — 3a ». Cette affirmation est vraie.

Remarques : + Nous verrons que les quantificateurs sont trés utiles pour formuler de fagon précise
des énoncés et leur négation mais attention a ne pas surtout les utiliser a des fins d’abréviation.
Cela mene souvent a des erreurs.

» L’expression « il existe » signifie donc toujours implicitement qu’il en existe au moins un.
L’unicité sera explicitement mentionnée le cas échéant. Pour démontrer 1’existence et I'unicité d’un
objet, on procede généralement en deux temps. On montre d’une part que de tels objets existent
et d’autre part, on en prend deux et 'on montre qu’ils sont identiques.

* Deux quantificateurs universels qui se suivent commutent, tout comme deux quantificateurs
existentiels. En revanche, les deux quantificateurs V et 3 ne commutent généralement pas entre eux
(cf. ex. précédent) :

En général, la proposition (Vx, 3y, propriété (z, y)) est différente de (Jy, Va, propriété (x, y)).

1.2 Propositions

Définition 1.2  Une proposition & est une affirmation qui peut étre vraie ou fausse, mais qui
ne peut étre vraie et fausse en méme temps et ne peut étre ni vraie ni fausse en méme temps.
Un proposition pourra étre notée P (x) si elle dépend d’une variable x.

On écrira généralement « & est vraie » mais on pourra se contenter de « & ».

Ezxemples : Considérons les trois propositions suivantes :

o P +2=2+42». o P k2X3="Thn». o Py wa=09n».
- La proposition & est toujours vraie.
- La proposition &5 est toujours fausse.
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- La proposition &3 peut étre vraie ou fausse suivant les valeurs de x :  si x = 3, elle est vraie,
si x = —3, elle est vraie et elle est fausse dans tous les autres cas.

m Exercice 1.1 (N1) Les trois propositions suivantes sont-elles toujours vraies ?
- Py «x — 2 est strictement plus grand que x ».
- Ps . « 2x est plus grand ou égal a = ».
- P - «le carré d'un nombre pair est pair ».

m Exercice 1.2 (N1) Ces affirmations sont-elles des propositions ? Dépendent-elles d'une variable ?
(a) In(z) > 0. (b) La suite (un)y est croissante. (c) 3z + 2ev.

m Exercice 1.3 (N1) Enoncer une affirmation non mathématique qui n'est pas une proposition.

m Exercice 1.4 (N2) Dans les propositions suivantes, quelles sont les variables dépendant des autres?
Quelles sont alors les propositions vraies ?

<2 «VexeR,FyeR, z>y.»

Z: «IxeR,VYyeR, z>y.»

S wVreR,VyeR, 3z € R, y<z<z.»

- T w«VeeR,VyeR,Fze R, z<zy.»

U «VreR,yeR,VzeR,IteR, x<z<y<ty

Définition 1.3  La négation d’une proposition &2, notée « non & » ou « = », est une propo-
sition qui est fausse lorsque & est vraie et qui est vraie lorsque & est fausse.

Remarque : La proposition —(—4?) est précisément Z.
m Exercice 1.5 (N2) Etablir la négation des propositions &2, a Z. Sont-elles toujours vraies ?

m Exercice 1.6 (N2) Etablir la négation des propositions suivantes. Lesquelles sont vraies ?
- P7VaeR, a® > 0.
cPg:dbeRy, b-3<0.
- Py VreR,yeR, z<y.
P daecRy, VBER, B2 —a<0.
- P17 : Les quatre numéros obtenus lors de ces lancers de dé sont pairs.

Et T'on observe que la négation d’un quantificateur universel abouti & un quantificateur exis-
tentiel et vice-versa. On n’utilisera donc pas de « quantificateur non-existentiel » comme 3 méme
s’il peut étre utile d’en passer par 1la dans sa téte ou au brouillon. Par exemple, une proposition
affirmant que personne ne mesure plus de trois metres se traduit par la taille de toute personne
est inférieure ou égale a trois metres.

Propriété 1.1  La négation de la proposition (Vx, P (x)) est la proposition (Iz,~P(z)).
La négation de la proposition (Ix, P (x)) est la proposition (Vr,~P(x)).

Pour démontrer la négation de (Va, 2 (z)), il suffit donc de déterminer un x pour lequel & est
fausse. Un tel x est appelé un contre-exemple.

Exemples : o La proposition  « Pour tout réel z, si x < 3, alors 22 < 9»  est fausse.
En effet, por z=-5€R, ona 2<3 et a2>09.

o Les propositions & :Vx e,z >3, 2:Vred, x<3 et X:Vre€ I, xestorange,
sont toutes les trois vraies. En effet, il n’existe pas d’élément appartenant au vide vérifiant, et donc
ne vérifiant pas, une quelconque propriété.
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m Exercice 1.7 (N2) On rappelle qu'une fonction f définie sur R est dite paire si Vo € R, f(—z) = f(x)
et qu'elle est dite impaire si Vx € R, f(—z) = — f(x).
Etudier la parité de la fonction f définie par  f(x) = fjﬁl.

Pour conclure ce paragraphe de maniére troublante, on précise qu’il est démontré que dans
toute axiomatique, il existe toujours des propositions indécidables, dont on ne peut affirmer si elles
sont vraies ou fausses (réfléchissez un peu a laffirmation « je mens »). C’est un fameux résultat
du mathématicien Kurt Godel (1906-1978) et je ne peux que vous conseiller de lire La Déesse des
petites victoires, brillant roman de Yannick Grannec autour de ce personnage.

1.3 Implication

Définition 1.4  Pour affirmer que « si P (est vraie), alors 2 (est vraie) », on dit que ¢« &
implique 2 » et Uon écrit P — 2.
P est la condition suffisante (I’hypothése) et 2 est la condition nécessaire (la conclusion) :

S P — 2, alors il suffit d’avoir & pour avoir 2 et il est nécessaire d’avoir 2 pour avoir L.
Exemples : o Si gz =3, alors z2 =9. 1l suffit que z = 3 pour que 22 = 9 et il est nécessaire

S~ ~——
P2 2

d’avoir 22 = 9 pour que x = 3.

o Si E = C@, alors ABDC est un parallélogramme.

z 2

Remarque : Attention, I'implication n’est pas une relation de causalité. Par exemple, 'assertion
« les oiseaux volent donc la neige est blanche » est fausse mais 'implication « si les oiseaux volent
alors la neige est blanche » est vraie. N’allons pas plus loin, nous risquerions d’étre déconcertés.

m Exercice 1.8 (N2) Dans chaque cas, quelle est la condition nécessaire et quelle est la suffisante?
(a) L:xz>20, 2:z2>0.
(b) Z:WeR, fy) =2
(¢) £:Vzx, Iy, z—y>0,

2:3qx e R, f(z) > 1.
2:3a, Vb, a — b < 0.

Définition 1.5

Liimplication 2 — &  est appelée Uimplication réciproque de ¥ — 2.
L’implication non 2 = non &2  est appelée la contraposée de &P — 2.
L’implication non & = non2 est donc la contraposée de la réciproque de & — 2.
m Exercice 1.9 (n1) VouF?
& 2 P = 2 Q2= 2= Y | P =2
n est premier n=3
zeD xeQ
ab=9 a=3etb=3
x> 2 r >3
x>0 x>0
z <0 23 <0
o> 2 x<1
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Le résultat suivant sera souvent utile pour démontrer des résultats.

Propriété 1.2
Si Vimplication (P = 2) est vraie, alors sa contraposée (non 2 = non &) est vraie.

m Exercice 1.10 (N2) Quelle est la contraposée de I'implication (non 2 = non &) ?

Ainsi, la réciproque de la propriété 1.2 est vraie.

1.4 Equivalence

Définition 1.6
Deux propositions & et 2 sont dites équivalentes si P — 2 et 2D =— .
On note alors P < 2 etlona P estvraie si, et seulement si, 2 est vraie.
Si P <= 2, on dit que 2 est une condition nécessaire et suffisante a P, et vice-versa.
Exemples: o x =3 <= 2z=6.
N &~
&z 2
° Soit ¥ un cercle de diametre [AB].
M est un point de € différent de A et B si, et seulement si, AMB = 90°.
@ 2

m Exercice 1.11 (N2) Donner un exemple d'implication qui n'est pas une équivalence.

Attention & ne surtout pas confondre « égalité » et « équivalence ».
Par exemple, 2—4x+74+6x =942z et 22x=8 < 3zxr=12.

m Exercice 1.12 (N1) Préciser si les implications et équivalences suivantes sont vraies ou fausses.

A B A= B B= A A~ B
Je vis en France Je vis en Europe
Je suis majeur J'ai 19 ans
CDEF parallélogramme CDEF carré
MNP rectangleen M | MP?+ MN? = NP?
reNN r e
a+b=>5 a=2etb=3
dr—(x—5)=11 x=2
(ax +b)(cx+d)=0 |ax+b=0etcx+d=0
(ax+b)(cx+d)=0 |ax+b=0oucx+d=0

Pour démontrer une équivalence, on pourra procéder par équivalences successives ou par double
implication, dans les sens direct et réciproque, en usant de méthodes différentes pour chacun.

m Exercice 1.13 (N3) Pour tout A C R, la fonction caractéristique de A est définie sur R par

1 sizeA
ﬂA("C) B { 0 sinon.
Montrer que, pour tous sous-ensembles A et Bde R,ona A=B <= 1, =1p.

La propriété 1.2 et les remarques afférentes amenent le résultat suivant.

Propriété 1.3
Limplication (P = 2) et sa contraposée (non 2 = non &) sont équivalentes.
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Quand les équivalences s’enchainent, il n’est pas nécessaire de toutes les démontrer :

Pour démontrer que & <— 2 <= %, on pourra montrer & — 2 — % — 2.

1.5 Connecteurs logiques

Définition 1.7  Soient & et 2 deux propositions.

» La disjonction de & et 2 est la proposition (P ou 2), le « ou » étant inclusif (I'un, lautre ou
les deuz).

* La conjonction de & et 2 est la proposition (P et 2) (l'un et Uautre simultanément).

Vous comprenez enfin pourquoi un mathématicien répond « Oui » lorsqu’on lui demande s’il
est droitier ou gaucher.
m Exercice 1.14 (N2) Etablir la négation des propositions suivantes.

(a) Il fait beau et chaud. (d) 1<y<4
(b) La lumiére est rouge ou verte. (e) [ est strictement positive.
(¢) z<2o0uz>5. (f) La fonction g est croissante.

Propriété 1.4

* La négation de la disjonction de &2 et 2 est conjonction de la négation de & et de la négation
de 2 : —(Z ou2) < (-Z et -2).

» La négation de la conjonction de & et 2 est disjonction de la négation de & et de la négation

de 2 : —(Z et 2) < (~F ou-2).

m Exercice 1.15 (N2) Relier les propositions équivalentes puis les propositions contraires.

(a) i. Beau = Chaud (b) i. z>0=2>0 () i =2
ii. Beau et Froid i. >04x>0 ii. =P ou2
iii. Mauvais ou Chaud jiii. <0ouxz >0 ii. et 2
iv. Beau % Chaud iv. z>0etz<0 iv. A2

Propriété 1.5  Soient & et 2 deux propositions.
o Les propositions (P = 2) et (=P ou2) sont équivalentes.
* La négation de la proposition (&P = 2) est la proposition (P et =2).
* En particulier, —-(Vz, P» — 2,) <+ (Iz, P, et ~2;)

Par exemple, la proposition V(x,y,z,t) € R, (v#yetz#t)=x—2#y—t estfausse.
Eneffet, 3 #4,1#2et3—1=4-2 doncil existe (z,y,2,t) = (3,4,1,2) € R* tel que
(x#yetz#t) e x—z=y—t: lanégation de cette proposition est donc vraie.

m Exercice 1.16 (N2) Etablir la négation des propositions suivantes.
(a) z>3=2%>5.
(b) Vz,yeR, z>0=y>0.
(c) VzeR, z>23=2z>0.
(d) Yae Py ¥e>0,3n>0,Vee Py, lz—al <n=|f(z)— fla)| <e.
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m Exercice 1.17 (N2) VouF?
(a) VzeR, z>3=2>4. (c) VueR, WeR, u?=v>=u=v.
(b) VaeR, o?>4= a>2. (d) VeeR,VreR, c=r’=r=./

2 Différents raisonnements

Ce paragraphe présente les différents types de raisonnements mathématiques. Vous les avez
surement déja pratiqués mais peut-étre pas formulés.

2.1 Raisonnement direct

Raisonnement linéaire dans lequel on effectue généralement un calcul ou I'on applique des
théorémes apres avoir vérifié leurs hypotheses. Il est important de préciser que pour démontrer un
énoncé commengcant par Vz € D, on débute par « Soit € D. » On choisit donc un z indéterminé
dans I’ensemble d’étude avant de commencer la démonstration directe.

m Exercice 1.18 (N1) Montrer que le carré de I'opposé du double de tout nombre réel égale le quadruple
de son carré.

2.2 Raisonnement par équivalence

Ce type de raisonnement consiste a transformer une proposition en une succession de propo-
sitions équivalentes dont la derniére est trivialement vraie. Attention a ce que les équivalences ne
soient pas de simples implications sous peine de ne plus pouvoir remonter le raisonnement (penser
ar?=9%4x=3.).

m Exercice 1.19 (N1) Montrer la proposition &2: Vx e Ry, +Vz2+2zx+1>1.

2.3 Raisonnement par construction

N

Ce type de raisonnement consiste a exhiber, a construire, un exemple de 1’objet recherché,
typiquement dans le cas ou la proposition commence par « il existe ».

FEzemple : Soit la proposition « Il existe au moins un individu grand, beau, fort, intelligent et
affable ».

11 suffit alors d’exhiber votre professeur de mathématiques bien-aimé pour en achever la démons-
tration.

m Exercice 1.20 (N1) Le carré d'un nombre réel peut-il étre strictement inférieur a celui-ci ?

2.4 Raisonnement visuel

Ce type de raisonnement consiste a construire une figure faisant foi.
m Exercice 1.21 (n1) Démontrer visuellement les identités suivantes pour des réels positifs (a > b).

c(a+b)=ca+ch . (a—i—b)2:a2+2ab—i-b2
c(a—b)=ca—ch . (a — b)%2 = a® — 2ab + b2
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ be+ bd . (a+b)(a—b) =a?—b?
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2.5 Raisonnement par disjonction des cas

Celui-ci consiste a séparer les différents cas de figure et les démontrer séparément, en utilisant
différents raisonnements et calculs.

m Exercice 1.22 (N1) Montrer que le carré de tout nombre réel est positif ou nul.

2.6 Raisonnement par contraposition

Ce type de raisonnement consiste a démontrer la contraposée d’une implication, celle-ci étant
alors démontrée d’apres la proposition 1.3.

m Exercice 1.23 (Nn2) Soient a, b € R. Montrer que (Ve >0,a<b+¢e) = a < b.

2.7 Raisonnement par négation

Ce type de raisonnement consiste a prouver que la négation d’une proposition est fausse, celle-ci
étant alors vraie. Par contraposition, on peut montrer qu’une proposition est fausse en démontrant
que sa négation est vraie. C’est alors souvent l'occasion de manifester son art du contre-exemple.
En effet, £ vraie <= -~ fausse et L fausse < & vraie.

m Exercice 1.24 (N1) La proposition Z2:Vx e R, Va2 =1z est-elle vraie?

2.8 Raisonnement par analyse-synthese

Ce type de raisonnement consiste & montrer I'existence (et I'unicité) d’un objet en supposant
son existence, I’expliciter par déductions puis montrer qu’il vérifie bien les conditions demandées.

FEzemple : La recherche des extremums d’une fonction se fait souvent par analyse-synthése : on
détermine d’abord la liste des points qui auraient le droit d’étre minimiseurs ou maximiseurs en
utilisant des conditions nécessaires d’optimalité (dérivée, tableau de variations,...). Ensuite, on
regarde lesquels parmi ceux-ci le sont vraiment en comparant leurs valeurs.

m Exercice 1.25 (N2) Montrons que toute fonction définie sur R s'écrit de maniére unique comme la
somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.
Soit f une fonction définie sur R.

1. Analyse : Supposons qu'il existe deux fonctions p et i définies sur R telles que p est paire, i est
impaire et f =p+ 1.

(a) Exprimer, pour tout z € R, f(z) et f(—=) en fonction de p(x) et i(x).
(b) En déduire les expressions de p(zx) et i(x) en fonction de f(z) et f(—z).
(c) Qu'a-t-on démontré?

2. Synthese :

(a) Montrer que les fonctions p et i telles que définies précédemment vérifient les conditions
demandées.

(b) Qu'a-t-on démontré?

3. Conclure.
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2.9 Raisonnement par ’absurde

Peut-étre le plus beau raisonnement qui soit. Il consiste a louvoyer dans le faux, en le sachant
ou en espérant que ce soit le cas, afin d’aboutir & une contradiction patente. On en conclut alors
que la supposition était bien erronée. Plus précisément, si 'on veut démontrer que & — 2, on
montre qu’il est absurde d’avoir a la fois & et ~2.

m Exercice 1.26 (N1) Montrer que Vz € R\ {3}, Z£2£1.

2.10 Raisonnement par récurrence

C’est le type de raisonnement sur lequel nous allons le plus insister dans ce chapitre.
m Exercice 1.27 (N1) Soient les deux propriétés définies pour n € IN par
P (n): «La somme des n premiers entiers impairs est un carré parfait »
et  2(n): «L'entier n? 4+ n 4 41 est un nombre premier ».

1. Tester la véracité de ces deux propositions pour quelques premiers entiers.
2. Et pourn =407

3. Apres avoir lu ce paragraphe, émettre une conjecture pour & (n) puis la démontrer.

Axiome du principe de récurrence
Soit P(n) une proposition dépendant de lentier naturel n et soit ng € IN.
On suppose que 'on a les deux assertions suivantes :
* P(no) est vraie (initialisation) ;
e Pour tout n = ng, P(n) vraie implique P(n+ 1) vraie (hérédité).
Alors P(n) est vraie pour tout n = ng (conclusion).

Imaginons un escalier infini dont on a numéroté dans l'ordre chacune des marches. Si 'on
peut accéder & une marche ng de 'escalier (initialisation) et si 'on peut monter d’une marche
quelconque & la suivante (hérédité), alors on peut accéder a n’importe quelle marche au-dessus de
no (conclusion).

On peut aussi imaginer une succession infinie de dominos dressés. Il nous est bien évident que
si Uon en fait basculer un (initialisation) et si les dominos sont espacés les uns & la suite des
autres d’une distance adéquate (hérédité), alors tous les suivants basculeront, dans une amusante
et colorée cataracte (conclusion).

Une telle démonstration aurait été pour la premiere fois utilisé explicitement par Blaise Pascal
en 1665 mais il faudra attendre deux siecles pour une formalisation et une axiomatisation du
raisonnement par récurrence par, indépendamment, l’allemand Dedekind et l’italien Péano en 1888.

Remarque importante : La phase d’initialisation est essentielle.

En effet, si par exemple P(n) est la propriété « 10" est multiple de 9 », on a 10" = 9 x k
implique 10" = 10" x 10 =9 x (k x 10) et 'on a bien P(n) = P(n+1) : la propriété
est héréditaire mais elle est évidemment fausse pour tout n.

FEzxzemple :
Pour tout n € IN, on note &(n) la proposition « Pour tout réel positif , (1+z)" > 14 nz ».
Soit z € Ry..

+ Initialisation : Pourn=0,ona (14+2)°=1>1+0x et P(0) est vraie.

» Hérédité : On suppose que pour un entier naturel n, P(n) est vraie. C’est ’hypothese de
récurrence.
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P(n)
Ona (I1+z)""' =0+2)1+2)" > (A+4+z)(l+nz)=1+z+nr+nz®>1+(n+1Dz et
1+2>0
P(n+ 1) vrale.
+ Conclusion : la propriété P(0) est vraie et la propriété P(n) est héréditaire & partir du rang
0 donc, par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

3u

n—
Un

2

m Exercice 1.28 (N1) Montrer que la suite (uy )y définie par  up =1, upyq1 = est constante.

Remarque : Dans I’étude de I’hérédité, on ne suppose surtout pas que &(n) est vraie pour tout n,
sinon il n’y a plus rien & prouver. On suppose qu’elle est vraie pour un certain entier n seulement.
Parfois, il sera nécessaire de supposer &(n) vraie pour deux entiers consécutifs n et n + 1 afin de
montrer qu’elle est vraie pour le suivant qui est n + 2. C’est ce que 'on appelle une récurrence
double. Parfois méme, on a besoin d’une récurrence triple. Dans le cas ou ’on a besoin de tous les
premiers termes, on parle de récurrence forte.

Propriété 1.6 Récurrence d’ordre p et récurrence forte
Soit P (n) une proposition dépendant de l’entier naturel n et soit p € IN*.

» Si les p premiéres propositions P (0), P(1),... , P(p — 1) sont vraies (initialisation) et si
en supposant les p propositions P (n), P(n+1),... , P(n+p— 1) vraies pour un certain n € N,
on démontre que la proposition &2 (n + p) est vraie (hérédité), alors la proposition &2 (n) est vraie
pour tout n € IN (conclusion).

e Si la proposition P(0) est vraie (initialisation) et si en supposant que, pour un certain
n € IN, les propositions P (k) sont vraies pour tout k € [0;n], on démontre que P(n + 1) est
vraie (hérédité), alors la proposition & (n) est vraie pour tout n € IN (conclusion).

m Exercice 1.29 (N2) Récurrence double
Soit (uy, )y la suite de Fibonacci définie par  wy =0, w1 =1, Upt2 = Up + Upy1.
Montrer que pour toutn > 1, u, € IN*.

m Exercice 1.30 (N2) Récurrence forte
Soit (un)y la suite définie par  wg =1, up41 = uo +ur + ... + Un.
Montrer que la propriété P (n): u, < 2™ est vraie pour tout n € IN.

Par élégance, on fera attention a ne pas utiliser de récurrence double, triple, d’ordre p ou
forte lorsqu’une simple suffit. De surcroit, si 'on n’a pas utilisé I'hypothese de récurrence dans la
démonstration de ’hérédité, c’est que 'on a fait faux ou que la récurrence n’était pas nécessaire
(le ou est inclusif).

m Exercice 1.31 (N2) Montrer que la suite (u, )y définie par  ug = u1 = —1, Up42 = Bupt1 — Buy
vérifie  wu, = 3" —2"T1  pour tout entier n.
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Exercices

Exercice 1.32 (n2) Parmi les propositions suivantes, lesquelles n'ont aucun sens, lesquelles sont
vraies et lesquelles sont fausses?

(a) IpeR VgeR, p+qg=q+2p. (d) FJzeR VyeR, VeeR, z+y=y+=.
(b) IMmeZ n+m=2n+3. () YueR,IwelR, u<gw.
() VacR 3BeER, a=p2 () YaeR, IHeR z+1<a®+ b2

Exercice 1.33 (n2)

1. Exprimer en termes de quantificateurs les phrases suivantes puis déterminer leur véracité.
Les corriger si elles sont fausses.

(a) Il existe un réel supérieur ou égal a tous les autres.

(b) Chaque réel admet un double.

(c) L'inverse de tout réel est unique.

(d) L'opposé de tout réel est négatif ou nul.

(e) Si l'on se donne deux réels, il existe un réel strictement compris entre eux deux.

2. Exprimer de maniére littérale les propositions suivantes puis déterminer leur véracité. Les corriger
si elles sont fausses.

(a) VYneZ IkeZ n=2koun=2k+1.|(c) MyeR, VzeR, y=2z+1.
(b) VzeR,IneN,n<z<n+1. (d) VaeRy, a®2+3cR,.
Exercice 1.34 (Nn1)
1. Définir une fonction paire (respectivement impaire).
2. Les fonctions suivantes sont-elles paires (respectivement impaires) ?

(a) flz) = =32 sur R, (b) g(x) = 42® — =222 sur R*. (c) h(z) = =5=225L sur R.

Exercice 1.35 (n2)
1. Définir une fonction croissante (respectivement décroissante) sur un intervalle I de R.
2. Les fonctions suivantes sont-elles croissantes (respectivement décroissantes) ? Utiliser la définition.
(a)  f(z) =22 sur R. | (b) g(x) = —|z| sur R. | (¢) h(z)=1surR".

T

Exercice 1.36 (N1) Enoncer la contraposée, la réciproque, la contraposée de la réciproque de la
proposition &2 — 2 puis la négation de ces quatre propositions.

Exercice 1.37 (N1) Enoncer le théoreme de Pythagore, sa contraposée, sa réciproque, la contraposée
de sa réciproque ainsi que chacune de leur négation.
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